Timo Leuders

Mathematik
Primarstufe und
Sekundarstufe 1+11

Ubung 5.3:

Losungsmoglichkeit:
1) Pyramidenzahl:
Schritt 1: Induktionsbehauptung: V' #e N: A(n)
A@): p=1+3+5+7+...+(2n-1)=n2
Schritt 2: Induktionsanker: #=1
A():1=12v

Schritt 3: Induktionsschritt: A(n)=>A(n+1)
A(r+1): 143+5+7+. .. +2n-1)+2(n+1)-1)=(n+1)2
14+3+5+7+...+2n-1)+2n+1=(n+1)2
nr +2n+1=n>+2n+1

2) Kettenreaktion:
Schritt 1: Induktionsbehauptung: V #» € N: A(n)
A(): Ay=204+21422425+ . +211=201

Schritt 2: Induktionsanker: #=1
A(1):20=21-1 v

Schritt 3: Induktionsschritt: A(n)=>A(n+1)
A(n+1): 204214224254 +20 142 11=201 ]

204214224234 421420 11=20H1]

—_——

211 20 =221



I Ubung

5.5:

Losungsmoglichkeit:

Beispiele:

5‘721

=4

5‘3:13
5‘4:40
s5=121

Allgemein:

6 =14+3+32435+ 4301 = 2

n-1

3-1

I Ubung 5.7:
Losungsmoglichkeit:
a) Die letzte Zahl, die noch ein ungestrichenes Vielfaches unter 100 be-
sitzt ist die Sieben.
b) Wenn man die Primzahlen bis 1000 finden mdchte, so ist die letzte
Zahl deren Vielfachen man streichen muss die 97. Die 98 und die 100
wurde schon beim Streichen der Vielfachen von Zwei gestrichen und
die 99 beim Streichen der Vielfachen von Drei. Alle Zahlen p>100 ha-
ben einen Komplementirteiler ¢, mit ¢ <100 und wurden somit schon
beim Streichen der Komplementirteiler aussortiert.
¢) Werden die Primzahlen bis # gesucht, so reicht es alle Primzahlen
pS\/ﬁ. Alle Zahlen, die grof3er \fﬁ sind haben einen Komplementirtei-
ler g<vV/n und wurden somit schon als Vielfache gestrichen.
*
| Ubung 5.8:
Losungsmoglichkeit:

Jede zweite Spalte enthilt keine Primzahlen, da hier alle Vielfachen von
Zwei stehen, also Zahlen der Form 2%, mit #» € N.



- Jede funfte Spalte enthilt keine Primzahlen, da hier alle Vielfachen von
Funfstehen, also Zahlen der Form 5%, mit #» € N.

- Zwei Primzahlen, die genau hintereinander stehen gibt es nur einmal
(2, 3). Der Grund hierfiir ist, das die Zahl Zwei die einzige gerade
Primzahl ist. Da jede zweite Zahl gerade ist, also ein Vielfaches von
Zwei ist, existieren keine weiteren solcher direkt benachbarten Prim-
zahlen. Aus dem gleichen Grund kénnen auch keine drei Primzahlen
direkt benachbart sein.

- Allerdings gibt es in unregelmiBligen Abstinden Primzahlzwillinge.
Primzahlzwillinge sind Primzahlen, zwischen denen sich nur eine
Nicht-Primzahl befindet, also Primzahlen detr Form (#, »+2), mit » € N.

Ubung 5.10:

Losungsmaoglichkeit:

a) Erkliren Sie die Formel anhand des Bildes.

gn=n+ 2-d, = n+ (m—1)n = >
dn—l
Gb L& 9\.., ve
@. Ve Q000
@ L)
[ ——
n-1

b) Finden Sie mit Hilfe der Figuren eine Formel fiir die Hexagonalzahlen £,.

b= 6+l = 1432 (n-1)

Die Raute kann mit Hilfe
einer Scherung in ein Recht-
eck der Flicheninhaltsformel

n(n-1) iberfihrt werden.




Ubung 5.11:

Losungsmaoglichkeit:

2)

52> da dieses Quadrat insgesamt fiinfmal vorhanden ist
5-52=53

12

62> Hier ibetlappen zwei Quadrate. Die
tberlappende Fliche (griin) ist deshalb zweimal
vorhanden. So sind es insgesamt wieder 6

Quadrate =>6-62=63

Die linke Seite der Gleichung zeigt also die einzelnen Quadrate. Die rechte
Seite der Gleichung steht fiir das grole Quadrat insgesamt.

b)
Schritt 1: Induktionsbehauptung: V #» € N: A(n)
AQ): 134254+ 3 4P =(1+2+3+..0)°

Schritt 2: Induktionsanker: #=1
A():13=12V

Schritt 3: Induktionsschritt: A(n)=>A(n+1)
1P+224 3%+ 2+ (n+1)3 =(14243+ . 4 nt+ (1t 1))?
|
(1+243+. )2+ (n+1)3=1+243+...+nt+(n+1))?
| |

(dn)? +(nt+1)3=( dy +(n+1))2

("'(T;+1))2+(n n 1)3:<(@) +(n+ 1))2

(20 v s 122 2 (252 s s 417
(B YE s e 193=(D) o 1) (o D (1)
@ (’;+1)):+(n + 1)3=("'(’;+1))z+ n-(n+1)2+(n + 1)2
(P 4+ 13=(MEE) s (n + 1) (n + 1)2

(B )E s 4 1y3= (D) 4 13



Ubung 5.12:

Losungsmaoglichkeit:

Der Induktionsschritt funktioniert nicht, wenn man von n=1 auf n=2 schlieBen
will. Man kénnte versuchen, den Anker erst bei n=2 zu setzen, aber das wiire ja
die Behauptung, dass zwei Elefanten immer gleich sind, was man nicht zeigen
kann.

Ubung 5.13:

Losungsmaoglichkeit:

¢) Die gréfite Anzahl an Primzahlen, die in ein 2X2-Fenster passen, sind drei
Primzahlen. Hier ist auch nur eine Positionierung des Fensters moglich (siehe
Graphik). Es gibt nur einen Fall, bei dem zwei Primzahlen direkt nebeneinan-
der stehen (2,3). Zusammen mit der Zahl 13 sind es dann drei Primzahlen. Das
ist auch die groBtmogliche Anzahl von Primzahlen, die in ein 2X2-Fenster pas-
sen. Vier Primzahlen wiren nicht méglich. Es mussten dann zwei Paare von
Primzahlen existieren, die direkt nebeneinander stehen. Da von zwei direkt
benachbarten Zahlen jedoch immer eine gerade ist (Primzahlen kénne ja nie
gerade sein) ist dies nur in dem Sonderfall (2,3) mdglich.

Die groBte Anzahl an Primzahlen, die in ein 3X3-Fenster passen, sind finf
Primzahlen. Dieses Fenster beinhaltet abermals das besondere Primzahlpaar
(2,3). Zudem muss das Fenster so gelegt werden, dass es zwei Spalten enthilt
mit ungerade Zahlen, denn nur hier kénnen sich tiiberhaupt Primzahlen
befinden.

11 2 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9 10

1m| 12| 13| 14| 15| 16 | 17 | 18 | 19 20

21 22| 23| 24| 25| 26 | 27 | 28 | 29 30

31| 32| 33| 34| 35| 36| 37| 38|39 40

41| 42| 43| 44| 45| 46| 47 | 48| 49| 50

51| 52| 53| 54| 55| 56 | 57 | 58 | 59 | 60

61 ] 62| 63| 64| 65| 66 | 67 | 68 | 69| 70

71| 72| 73| 74| 75| 76 | 77| 78 | 79 80

81| 82| 83| 8 | 8 | 8 | 87| 8|8 | 90

91192 93| 94| 95| 96| 97| 98| 99| 100




Ubung 5.14:

Losungsmaoglichkeit:

a) Das einzige direkt benachbarte Paar von Primzahlen sind die Primzah-
len Zwei und die Drei. Ein weiteres direkt benachbartes Paar existiert
nicht, da nun jede zweite Zahl einVielfaches der Primzahl 2 ist und
somit selbst keine Primzahl mehr sein kann.

Beispiele fiir Primzahlzwillinge:
5,7, (11,13), (17, 19), (29, 31), (41, 43), (191, 193), (197, 199), (227,
229), ... Ob es davon unendlich viele gibt, ist bis heute nicht bewiesen.

b) und )

Nach der Definition (#, #+2, nt+4) ist der einzige Primzahldrilling die Zah-
len folge (3, 5, 7). Es gibt nur diesen einzigen Drilling, da von drei aufei-
nanderfolgenden ungeraden Zahlen immer eine durch drei teilbar ist. Um
mehr Drillinge zu erhalten, werden Primzahldrillinge oft folgendermallen
definiert: Primzahldrillinge sind Triplets der Form (n, n+2, n+6) oder (n,
n+2, n+6). Nach dieser Definition kénnen viele solcher Drillinge gefunden
werden.

Beispiele fiir Primzahldrillinge: (5, 7, 11), (7, 11, 13), (11, 13, 17), (13, 17,
19), (17,19, 23), (37, 41, 43), (41, 43, 47), (67,71, 73), ...

*

Ubung 5.15:

Losungsmaoglichkeit:

a) Monika kénnte 29 Jahre alt. Das letzte Mal war Monika somit mit 23
Jahren eine Primzahl, also vor 6 Jahren.

b)

o Paul feiert heute einen ,,Pimzahlgeburtstag”. Er stellt mit Bedauern
fest, dass er nun sechs lange Jahre warten, bis er wieder einen
»Primzahl® ist. Gliicklicherweise muss er dann nur noch zwei Jahre
warten, bis er wieder einen ,,Primzahlgeburtstag® feiern kann. Wie
alt ist Paul?

Loésungsméglichkeit: Paul kénnte 23 Jahre alt sein.

o Oskar hatte dieses Jahr einen ,,runden® Geburtstag. Er freut sich
schon auf sein nichstes Jahrzehnt. In diesem kommenden Jaht-
zehnt kann er nidmlich vier ,,Primzahlgeburtstage® feiern. Wie alt
ist Oskar?

Lésungsméglichkeit: Oskar kénnte 10 Jahre alt sein.
*



Ubung 5.16:
I g

Losungsmaoglichkeit:

1001 99 [ 98 1 97 | 96 | 95 | 94 | 93 | 92 | 91

65 | 64 [ 63 | 62 [ 61 | 60 [ 59 | 58 | 57 | 90

66 | 37 [ 36 | 35 [ 34 | 33 [ 32 | 31 | 56 | 89

67 | 38 | 17 | 16 | 15 | 14 | 13 | 30 | 55 | 88

68 [ 39 [ 18 [ 5 4 3 |12 |29 | 54 | 87

69 [ 40 [ 19 [ 6 1 2 | 11 | 28| 53| 86

70 | 41 [ 20 [ 7 8 9 (10 [ 27 | 52 | 85

71 | 42 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 51 | 84

72 | 43 | 44 | 45 [ 46 | 47 [ 48 | 49 | 50 | 83

73 | 74 | 75 | 76 | 77 | 78 | 79 | 80 | 81 | 82

Alle Primzahlen scheinen sich diagonal verlaufenden Linien zu befinden.
Viele interssante Beobachtungen an Ulams Spirale kénnen Sie hier finden:

http://de.wikipedia.org/wiki/Ulam-Spirale






Ubung 5.17:
I g

325 363
290 326 364

257 291 327 365

226 258 292 328 366

197 B928 259 293 329 367

170 198 228 260 294 330 368

145 171499 229 261 295 331 369
122 146 172 200 230 262 296 332 370
123 1470473 201 231 263 297 333 371
102 124 148 174 202 232 264 298 334 372
103/ 12500148 175 203 233 265 299 335 373
104 126 150 176 204 234 266 300 336 374
1050427 151 177 205 235 267 301 337 375
106 128 152 178 206 236 268 302 338 376
128 153 179 207 237 269 303 339 377
130 154 180 208 238 270 304 340 378

65
50 66 o4
37 s B8 85

26 38 52 B8

17 27 B8

M 18 28 40 54 70

5 11 19 ol s 7 131 155 181 209 239 271 305 341 379
2 B 12 20 30 42 5 72 90| 110 132 156 182 210 240 272 306 342 /O
103 7 13 228 43 57008 91| 111 133 157 183 211 241 273 307 343 381
4 8 14 22 32 44 58 74 92| 112 134 158 184 212 242 274 308 344 32
9 1588 33 45089 75 93] 113 135 159 185 213 243 275 309 345 383

16 24 34 46 B0 76 94 114 136 160 186 214 244 276 310 346 384
25 350047 61 77 95| 115 137 161 187 215 245 277 311 347 385
36 48 62 78 96| 116 138 162 188 216 246 278 312 348 386

49 B3 79 97) 117 139 163 188 217 247 279 313 349 387

64 B0 98] 118 140 164 190 218 248 280 314 350 388

81 99) 119 141 165 191 219 243 281 315 351 389

100} 120 142 166 192 220 250 282 316 352 390

121 143 167 193 221 251 283 317 353 391
144 168 194 222 252 284 318 354 392
169 185 223 253 285 319 355 393

196 224 254 286 320 356 394

225 255 287 321 357 395
256 288 322 358 396
289 323 359 397

n+n+ 4 324 360 398
) 361 399
n=13 bis 39 400

Es liegen einzelne Gruppen von Primzahlen auf Geraden. Interessanterweise
sind die Zahlen genau dann nicht mehr prim, wenn die Gerade die obere Trep-
pe vetlidsst. Das ist auch nicht verwunderlich, wenn man die unteren Treppen-
zahlen betrachtet. Bedingt durch die Anordnung findet man auf der unteren
Treppenstufe der n-ten Spalte gerade die n-te Quadratzahl. Die Quadratzahlen
121, 289 und 1681 wiren die nichsten Zahlen auf den Geraden und diese sind
natiitlich nicht mehr prim. Stébert man etwas weiter, so stellt man fest, dass die
Primzahlen auf den Geraden zu den drei bekannten ,Primzahlformeln’
2+ n+cmit ¢ = 11, 17, 41 gehdren. Auch diese produzieren nur Primzahlen
bis # < ¢1. Die Anordnung veranschaulicht dieses auf interessante Weise. Das
Muster stellt eine gro3e Spielwiese fiir weitere Fragestellungen dar: Fir welche
Parameter stellt die Gleichung ax2 + bx + ¢ eine Gerade dar? Ist jede Gerade
eine solche Gleichung? Wie lautet eine Ubertragung in das Dreidimensionale
(n-Dimensionale)? Wie hidngt die Darstellung mit den Geraden in der Ulam-
Spirale zusammen?



Ubung 5.18: Ein ,,geometrischer Eratosthenes*

Losungsmaoglichkeit:

Bei einer Geraden zwischen zwei Punkten (« | 42) und (-4 | #*) und der Glei-
chung y = mx+c kann man die Parameter m und ¢ durch diese beiden Gle-
chungen ermitteln:

@ =ma+c
B =m(-b)+ ¢
Daras folgt:
(a-12) = mi(atb)
(a-b) = m
Daraus folgt
¢ =d’— (a-b)a = ab
Eine Gerade kreuzt also immer beim Produkt von 4 und &

Da aund 4 beliebige natiirliche Zahlen sind, werden alle zusammengesetzten
Zahlen gestrichen und alle Primzahlen bleiben tibrig

*

Ubung 5.191:.
Losungsmaoglichkeit:

Die Pyramide des Weihnachtsmannes st von folgender Form:

Hat die Pyramide wie in der Abbildung vier Stufen, so besteht sie aus
(1-12)+(1-12+2:6)+(1-12+42-:6+2:6)+(1-12+2-:6+2:6+2-6)+ (1-12+2:6+2-6+2-6
+2:6)=1-12+2-12+3-12+4-12 Paketen. Hat die Pyramide allgemein #» Stufen, so
besteht sie aus 1-12+2-12+3-12+4-12+...+#-12 Stufen.

I nach Leufer, Mayer und Meyer, PM Heft 18, 2007



Gibt es eine gerechte Verteilung der Geschenke fiir den Norden und den Si-
den, so kommen bei jeder Stufe 6-:a Geschenke hinzu. Durch die Verschiebung
des goldenen Stockes durch den hinterlistigen Elfen, kommen nun fiir den
Norden bei jeder Stufe 6-a+1 Geschenke hinzu und fiir die armen Menschen
des Stdens nur 6-a-1 Geschenke. Die bei der Verdnderung des Stockes entste-
henden Folgen sind also 6:a+1 und 6-4-1. Diese haben den primzahlaffinen
Weihnachtsmann so gliicklich gemacht, da alle Primzahlen entweder die Form p
= 6-a+1 odet p = 6-a-1 haben.



