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Vom Rechnen zum Beweisen —
Konkrete Zuginge zu dem Satz des Pythagoras

Timo Leuders

Der Satz des Pythagoras als einer der berithmtesten Sétze der Mathematik hat seinen Ruf verdient. Er gehort zu
den herausragendsten Beispielen fiir tiefe mathematische Kenntnisse frither Hochkulturen in Indien, Griechen-
land und China (Schreiber 2000). In der Schulmathematik kennt man schon seit langem viele Zuginge und Be-
weise. Der im Folgenden dargestellte Unterrichtsgang ist daher auch kein génzlicher neuer Weg zum Satz des
Pythagoras, sondern eine ganz konkrete Kombination bekannter Zusammenhénge und Begriindungen, die fiir
Lernende besonders iiberzeugend und sinnstiftend werden kann.

Ein Satz — zwei Facetten

Der Satz des Pythagoras tritt uns mit zwei unterschiedlichen Gesichtern entgegen:

Auf der einen Seite wird er meist als Flichensatz, also als Aussage iiber die Beziehungen zwischen der Grof3e
bestimmter Fldchen, wahrgenommen. Nicht nur die iibliche Formulierung, sondern die meisten Beweise basieren
auf einer solchen Sichtweise. Hier ein Beweis, der ausschlieB3lich auf Flachen abhebt, und nicht einmal mehr eine
Variable fiir eine Lange enthilt.

Der Satz des Pythagoras durch die Fléchen-Brille
In der Figur ist das Dreieck iiber die Hohe in zwei kleinere rechtwinklige Dreiecke aufgeteilt.

Das Dreieck und seine beiden Teildreiecke werden an ihrer jeweiligen Hypotenuse
nach auflen gespiegelt. Fiir die Flacheninhalte der Dreiecke gilt daher A + B = C. Jedes
Dreieck liegt in einem Quadrat, dessen Flacheninhalt um einen bestimmten Faktor gro-
Berist: A>=kA, B’ =kB, C’ = k-C. Die Faktoren sind tatsdchlich alle gleich, denn die
rote, griine und blaue Figur mit je einem Dreieck im Quadrat sind alle drei &hnlich
(wegen der Rechtwinkligkeit der Ausgangsdreiecks haben die Dreiecke dieselben Win-
kel). Durch Multiplikation der Flaichensumme erhdlt man A’ + B’ = C’, die pythagordi-
sche Beziehung zwischen den Quadraten.

Auf der anderen Seite spielen bei der Anwendung des Satzes Flachen kaum noch eine Rolle. In den meisten
Fillen geht es um die Bestimmung einer unbekannten Ldnge in einem rechtwinkligen Dreieck (Abb. 1).

Von Liingen zu Flichen und wieder zu Léingen

Was bedeutet diese Feststellung fiir das Messen im Geometrieunterricht? Beim Unterrichten macht sich ein merk-

wiirdiges Problem bemerkbar: Der Beweiskontext und der Anwendungskontext beim Satz des Pythagoras fallen

auseinander:

e Der Satz wird zunéchst entdeckt, oft durch Messen von Lingen an Beispieldreiecken. Flachen tauchen da-
bei erst einmal nicht auf. Warum man Quadrate betrachtet, ist nicht von selbst zu ersehen.
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e Danach wird der Satz bewiesen, in der Regel durch Zerlegen und Zusammensetzen von Fldchen. Die Be-
weisidee kommt als weitere ,,Zutat”, gewissermalien von auflen dazu.

e AnschlieBend wird der Satz dann vorwiegend verwendet zum Berechnen von Lingen in Figuren mit recht-
winkligen Dreiecken, eine Flache wird selten berechnet.

Der Beweis des Satzes ist in dieser Kette also eine Art ,,Fremdkorper”, ein Einschub, den Lernende bestenfalls

fasziniert und befriedigt zur Kenntnis nehmen und sogar aktiv mitentwickeln, oder den sie schlimmstenfalls iiber

sich ergehen lassen und wieder vergessen.

Im Folgenden wird eine unterrichtliche Vorgehensweise vorgestellt, die dieses Problem vermeidet oder min-
destens abmildert und Entdeckung, Beweis und Anwendung in zusammenhdilt (Barzel u.a. 2016) und in einen
einem gemeinsamen sinnstiftenden Kontext zusammenhalt (Leuders u.a. 2011).

Ein sinnstiftender Weg zum Satz des Pythagoras
1. Schritt: Messen

Den Ausgangspunkt bildet eine problemgenetische Frage in einer konkreten Situa-
tion (inner- oder aulermafithematisch): Sie lautet hier ,,Wie lang ist die Strecke c*?

s gesucht

3

Die konkrete Aufgabe kann man in vielen Kontexten stellen. Eine Losung, die
den Lernenden zur Verfiigung steht, ist das Konstruieren eines (mafstiablichen) Drei-
eckes und das Nachmessen.

Das kann man fiir jede Situation immer wieder aufs Neue tun. Man konnte auch
fiir jedes Verhiltnis Werte tabellieren (diesen Weg geht man, wenn man nicht die
Seitenldnge, sondern den Winkel bestimmten will und gelangt so zu den trigonomet-
rischen Funktionen).

Die folgende Computersimulationen hilft ein wenig: Sie erspart einem das Zeich-
nen und Ablesen, bringt aber keine neuen Erkenntnisse, wie man sich diese systema-
tisch erleichtern kann. (Die Cinderella-App findet Sie im Online unter digitales.leu-
ders.net)

2. Schritt: Rechnen
Gesucht ist also eine Idee, wie man die Losung moglicherweise durch Rechnen erhilt. Hier braucht es einen
Impuls von auBlen. Dieser sicht in diesem Fall so aus:

—  Die Figur wird auf die folgende Weise erweitert, so dass zwei Quadrate entstehen:
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Mit so einer Figur konnten vermutlich schon die Baumeister in Babylon und Agypten die gesuchte Linge
rechnerisch bestimmen. Welche Lingen und Fldcheninhalte kannst du nacheinander ausrechnen? Kannst
du schlieflich auch die Linge der roten Strecke bestimmen? Finde einen Rechenweg und schreibe ihn auf.

Konnten die antiken Baumeister tatséchlich schon mit Hilfe des Satzes des Pythagoras Langen bestimmen? Der
Satz des Pythagoras wurde vermutlich mehrfach und unabhingig voneinander gefunden. Bei den Babyloniern
(ca. 1500 v. Chr.), den Agyptern, den Indern und auch bei den Chinesen gibt es Fundstellen, die die Kenntnis
Satzes — in unterschiedlicher Allgemeinheit — wahrscheinlich machen. Oft findet man rechnerische Vorschriften,
wie eine unbekannte Seite zu berechnen ist. Allerdings gibt es keine Hinweise, wer den Satz erstmals bewiesen
hat.

Die Behauptung dieser Aufgabe, dass man bereits einen Rechenweg kennt, ist also nicht aus der Luft gegrif-
fen. Dass dieser aber gerade so entdeckt oder begriindet wurde, wie in der Aufgabe vorgeschlagen, bleibt aber
natiirlich Spekulation.

Auf der Basis der Aufgabenstellung konnen Lernende nun nach dem Prinzip des Vorwértsarbeitens konkrete
Groflen bestimmen. Dass die Flachen hinzutreten, ist ein Impuls von auflen, da es nicht wahrscheinlich ist, dass
Lernende diesen Schritt ,,out of the box* individuell finden. Die Idee, aus dem Flacheninhalt wieder auf eine
Lénge zuriickzuschlieBen, ist ebenfalls nicht selbstversténdlich und ein mdglicher Aha-Moment.

Eine wichtige Stelle, die bereits auf den spéteren Beweis vorausweist, ist die Annahme, dass die innere Figur
wirklich ein Quadrat ist. Hier kann man bewusst Zweifel sden und Begriindungen einfordern.

Wichtig ist, dass das Ergebnis nicht nur in Form einer Zahl notiert wird, sondern der Rechenweg (der durch-
aus verschieden verlaufen kann) festgehalten wird.

3. Schritt: Gleichung aufstellen

Die einfachste und knappste Form, einen Rechenweg festzuhalten, ist das Notieren eines mathematischen Terms
als Beschreibung einer allgemeinen Rechnung. Sollten Lernende das noch nicht getan haben (man kann Rechen-
wege ja auch schrittweise oder verbal notieren) erfolgt, kann man auffordern:

—  Schreibe deinen Rechenweg als eine einzige Rechnung ¢? = ... oder ¢ = ... auf, ohne die Zwischenschritte
auszurechnen.



Entscheidender ist aber nun der Schritt von der konkreten zur allgemeinen Rechnung, bei der die beiden gegebe-
nen Seitenldngen als Unbestimmte gewahlt werden.

—  Schreibe deinen Rechenweg fiir beliebige Seitenlingen a und b auf. Mit deinem Term soll man moglichst
praktisch die dritte Seitenldnge in jeder beliebigen Situation berechnen kénnen.

Moglicherweise scheuen die Schiilerinnen und Schiiler davor zuriick, eine Wurzel aus einem sehr langen Term
zu zichen — sie kennen Wurzeln aus Zahlen und haben womoglich die Vorstellung einer Wurzel als Zahl, aber
nicht als Operation. Die Notation ohne Wurzel ist ohnehin fiir das weitere Vorgehen die elegantere, die man
zulassen oder moglicherweise sogar anregen sollte:

02:(a+b)2—4éa~b c=\/(a+b)2—4éa-b

Auf der Suche nach mdglichst einfachen Darstellungen findet man natiirlich weitere Formen fiir diesen Term.
Entweder die Schiilerinnen und Schiiler haben bereits andere Formen gefunden, oder die kdnnen noch einmal
zum Umformen und Vereinfachen aufgefordert werden und konnen z.B. erhalten:

2 _ 2_ T .
cz:(a+b)2—la'b_la'b—la'b—lLLbc —(a+b) 2(1 b
2 2 2 2

02=a2+2ab+b2—ga-b

Diejenigen, die tatsdchlich an diese Stelle gelangen:
2 2, 72
cc=a+b

c=\a’+b

staunen moglicherweise {iber diese {iberraschende Vereinfachung.

Auf jeden Fall ist von hier aus ein einfacher Rechenweg zu Bestimmung der dritten Seite gefunden. Der Satz
des Pythagoras ist gewissermalien sogar bereits bewiesen, denn die Schritte, nach denen die Berechnung gefun-
den wurde, waren ja fiir beliebige a und » moglich.

Schreibt man dies nachtrédglich noch einmal auf, so erscheint der Satz in ungefahr der folgenden Form. (Die
Lernende konnen den Auftrag erhalten, die Aussage und die Begriindung méglichst klar und einfach aufzuschrei-
ben.)

Blick auf Lingen beim Satz des Pythagoras

Wenn man in einem rechtwinkligen Dreieck aus zwei Seiten a, b die dritte Seite ¢ berechnen so rechnet man so:

c=Nd*+b’

Beweis:
Man zeichnet diese Figur... (préziser: ergénzt zu einem Quadrat mit der Seitenlénge a + b)

Der Fliacheninhalt des Quadrates ist (a + b)?
Der Flacheninhalt des Dreiecks ist V2 ab
Das Quadrat, das schrdg in der Figur liegt hat den Flacheninhalt (a + b)?—4- Y2 ab= ...... =a’+ b

Also ist Seitenldnge ¢ die Wurzel daraus.

Dies ist ein vollstindiger und iiberzeugender Beweis, der gleich mehrere Schritte benétigt (geometrische und
algebraische), und damit noch einmal bestitigt, dass der Satz nicht offensichtlich ist. Er ist sicherlich nicht der
schonste Beweis, aber er entsteht unmittelbar aus der Problemldsen, die sozusagen die Beweisidee ,,latent™ in
sich trug (vgl. bei Meyer/Voigt 2013).

In dieser Form ist der Satz noch vorldufig, denn manche Dinge sind méglicherweise noch nicht explizit:

e Esist vielleicht noch nicht klar, dass es die gesuchte Seite die grofite sein muss.
e Die Voraussetzung der Rechtwinkligkeit ist moglicherweise noch nicht als wesentlich erkannt!



e Der Satz ist eine Aussage iiber eine Langenberechnung, also die Abhingigkeit einer Grof3e von zwei ande-
ren. Die Sicht, dass hier eine Aussage iiber einen Zusammenhang von drei Groflen getroffen ist, aus der
man diese Berechnung, aber auch noch andere folgern kann, sticht noch nicht hervor.

4. Schritt: Bedeutung vertiefen

Mit passenden Impulsen durch die Lehrenden geht es nun darum, den Erkenntnisstand weiter zu entwickeln,
gewissermalien aufzurdumen — und nicht nur mit dem Ergebnis, dem gefundenen ,,Rechenweg des Pythagoras®
zufrieden zu sein. Man kann Schiilerinnen und Schiiler also noch einmal auffordern, die Form des Satzes anzu-
schauen und ihre Bedeutung besser zu verstehen:

c=d*+ b

Es ist eine Aussage {iber drei Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks. Allerdings tauchen die Seitenléngen alle im
Quadrat auf, es ist also eigentlich eine Aussage iiber drei Quadrate. Wo sind die zu sehen? Die Quadrate {iber a
und b muss man tatsichlich erst einmal hinzufligen. In eine solche Figur kann nun die bereits berechnete allge-
meine Beziehung auch zu ,,sehen®:

—  Legein der Figur die Teile um. Versuche damit zu begriinden, warum die beiden kleinen Quadrate denselben
Fldcheninhalt wie das rote haben.

Dieses Umlegen kann man kaum im Geiste vollziehen. Hier braucht man Material oder eine interaktive Compu-
terdarstellung, mit denen man Herumprobieren kann.

Umlegen moglich machen ?

Was hier geschehen ist, ist ein nicht untypischer Prozess fiir die Genese mathematischer Erkenntnis. Zunéchst

ist ein konkretes Problem zu 16sen (hier das Bestimmungsproblem). Man entwickelt dazu Losungswege, die sich
verallgemeinern lassen und die auf einen allgemeinen Zusammenhang fithren. Den Beweis fiir diesen Zusam-
menhang kann man (nicht immer, aber hier) aus dem Rechenweg entwickeln. Dazu muss man den Weg verall-
gemeinern und kann weitere Argumente und Zusammenhéinge nutzen (hier z.B. algebraische in Form von bino-
mischen Formeln).

Beim Ergebnis bleibt man aber nicht stehen, sondern versucht den Gehalt des Satzes noch besser zu verste-
hen: Welche Aussagen macht er? Welche Elemente enthilt er? Welche Voraussetzungen benétigt er (das wurde
in diesem Beitrag nicht ausgefiihrt)? Wie kann man ihn noch einfacher erkldren oder verstehen? Der ,,zweite
Beweis“ dient also weniger der Absicherung (das hat der erste schon geliefert), sondern dem Verstiandnis.



Fazit

In dem hier gezeigten Erarbeitungsweg, findet man keine unbekannten oder neuartigen Schritte oder Begriindun-
gen zum Satz des Pythagoras. Besonders ist hier nur die Art und Weise, wie die beiden Elemente ,,Berechnen®
und ,,Beweisen” ineinandergreifen. Alle zentralen Verstehenselemente zum Satz (Drollinger-Vetter 2011) wer-
den auf bestimmte Weise kombiniert und bauen aufeinander auf. Dadurch wird zusitzlich die Kluft zwischen
dem Flichensatz und dem Berechnungssatz etwas verkleinert — aber auch nicht ganz aufgeldst. Und natiirlich
miissen weitere Verstehenselemente hinzukommen, wie z.B. das Wissen um die Umkehrung und um die genauen
Bedingungen der Giiltigkeit.

Das hier beschriebene Prinzip ldsst sich auf andere Bereiche {ibertragen, zum Beispiel beim Satz des Thales:
Aus einem Bestimmungsproblem mit konkreten Zahlen, iiber das problemldsende Finden eines Rechenweges
und dessen Verallgemeinerung zum Beweis eines allgemeinen Zusammenhangs.

Anmerkung
Die hier vorgestellten Unterrichtsbeispiele stammen aus dem Entwicklungsforschungsprojekt KOSIMA (Hussmann u.a. 2011). Ins-
besondere waren an der Entwicklung der hier vorgestellten Lernwege Bérbel Barzel, Joachim Poloczek, und Benjamin Rott beteiligt.
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