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Aufgaben zur Bestimmung des Tangentenwinkels von Spiralen
Gegeben ist die Spirale mit der Gleichung r=05¢ ,¢imBogenmal.

(a) Geben Sie die Gleichung fiir Winkel im Gradmal} an.
(b) Um welchen Wert nimmt der Radius zu, wenn der Winkel um 30°, 90°, 180°, 360° zunimmt?
(c) Welchen Wert hat der Radius flir den Winkel ¢ = 11/2 ( 311/2, 101, 301T) ?

(d) Jetzt soll der Winkel B bestimmt werden, unter dem eine Spirale Zentralstrahlen schneidet (s. Zeichnung).
Eben so gut kann man auch den Winkel a bestimmen, unter dem eine Spirale in einem Punkt B den Kreis
durch diesen Punkt mit dem Pol als Zentrum schneidet. Der Winkel a gibt an, wie stark die Spirale von
einem Kreis abweicht.

Da Winkel nur zwischen Geraden oder Strecken definiert sind, muss man die Spirale und die Kreise durch
ihre Tangenten im Schnittpunkt annahern. Der Schnittwinkel zwischen diesen Tangenten wird als
Schnittwinkel zwischen den Linien definiert.

Berechnen Sie naherungsweise den Winkel a, den die Spirale fur ¢ = 11/3 (1011, 301T) mit dem Kreis (mit
Zentrum P) durch den entsprechenden Kurvenpunkt einschlief3t, indem Sie den Winkel um einen sehr
kleinen Wert Ap wachsen lassen; die Spiralen- und Kreisstlicke sind dafir dann fast gerade Linien und
kénnen naherungsweise wie Strecken behandelt werden.

Zentralstrahl

fast ein rechtwinkliges Dreieck
mit dem Winkel a

"""'V.e___rgrblISerung

(e) Schreiben Sie die Berechnung fir tan(a) allgemein mit Symbolen auf und tberlegen Sie, welche einfache
Formel zur Berechnung von tan(a) sich daraus ergibt, wenn man A¢ gegen Null gehen Iasst.
Haben Sie bei der Herleitung der Formel benutzt, dass eine archimedische Spirale vorliegt?
Was sagt die Formel Gber den Winkel a bei einer archimedischen Spirale aus, wenn man den Winkel ¢
immer grofRer werden |asst?
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Tangentenwinkel

Es soll untersucht werden, welchen Winkel die Tangente an eine Spirale im BerUhrpunkt mit
den Radialstrahlen einschlie3t und wie dieser Winkel berechnet werden kann.

Statt den Winkel B zwischen den Radialstrahlen und der Tangente zu berechnen kann man
auch dessen Erganzungswinkel o zu 90° berechnen.

o ist der Winkel im BerUhrpunkt, um den die Spirale von einem Kreis abweicht. Fur einen
Kreis ist a Null.

Es gilt fir jede Sekante:

Ar Ar 1
tan(a) :? B r-Ag Ag—0 F

Sekante
r|

Fir den Winkel o mit der Tangente erhalt man so Tangente

tan(a) :%- r

Logarithmische Spirale

Aus der Gleichung r=r,-e* ergibtsich r'=k-r,-e" =k-r, und daraus sofort

tan(a) == -k-r =k
r

Das bedeutet

e Furlogarithmische Spiralen ist der Winkel, den die (Tangente der) Spirale mit den
Radialstrahlen einschlief3t, konstant.

e Die Gleichung der logarithmischen Spirale lautet

r= ro .etan(a)(p

e Der Tangens des konstanten Tangentenwinkels ist aus der Gleichung der
logarithmischen Spirale unmittelbar ablesbar.

Die Konstanz des Tangentenwinkels folgt allerdings auch schon ohne Rechnung unmittelbar
aus der Selbstahnlichkeit der logarithmischen Spirale unter geeigneten Drehstreckungen um
den Spiral-Pol:

Wenn immer man eine logarithmische Spirale um ihren Pol dreht und sie dann mit einem
geeigneten Faktor streckt, geht die Spirale in sich selbst tiber. Das folgt schon aus Gleichung
I =1,-9” und den Potenzgesetzen, wenn man beachtet

re+8)=r,-q“® =r,-q°-9° =s-r(p) mit Streckfaktor s=g°,

d.h. wenn man die Spirale um den Winkel 6 dreht erhalt man die Spirale, die aus der
ursprunglichen durch Streckung mit dem Faktor s entsteht.
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Archimedische Spirale

Aus der Gleichung r=k-¢ ergibtsich r'=k, und daraus sofort

tan(a) = %

Das bedeutet

Fur archimedische Spiralen ist der Tangens des Winkels, um den die Spirale vom Kreis
abweicht, umgekehrt proportional zur Entfernung vom Pol.

FUr grol3e Entfernungen r verlauft die archimedische Spirale fast wie ein Kreisbogen.

k 1

K-n-2n  2nm

Far den Winkel o, nach n Umlaufen gilt  tan(a,) :E =
r

Es ergeben sich folgende Werte fur die ersten Umlaufe:

oq = 9.040, O = 4.550, o3 = 3.040, oy = 2.270, o5 = 1.820, vy 0 = 0.910, Ol = 0.46° .
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