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27. Formel fur das Volumen und die Oberflache von Stimpfen
Beweisen Sie die Formeln fiir das Volumen, die Mantelflache und die Oberflache

a) eines Kegelstumpfs mit den Radien r; und r,, der H6he h und der
Seitenlinie s,

rh(i? :)
VKegeIstumpf = g”h n+n-L+th ), M Kegelstumpf = m-s(ry +13),

2 2
OKegeIstumpf =M Kegelstumpf + ”(rl +1; )

b) eines quadratischen Pyramidenstumpfs mit den Quadratseiten a; und ‘V
ay, der Hohe h und der Seitenhdhe hs (Formeln analog zu a)).

Kegelstumpfs mit der Grundflache G; ,der Deckflache G, und der

Hohe h. ‘ﬂ‘\
1
VStumpf :§h (Gl +\/le62 +Gz )

Teile a) und b) sind Spezialfalle von c), sie sollen aber zuerst diese
einfacheren Félle bearbeiten.

c) Beweisen Sie die Formeln fur das Volumen eines Pyramiden- oder I!

28. Kegelvolumen viel einfacher bestimmen?
4y B

Lasst man ein Dreieck um eine Seite rotieren, dann entsteht ein
Kegel, lasst man ein Rechteck rotieren, dann erhélt man einen
Zylinder (nebenstehende Skizze). Der Flacheninhalt des

Dreiecks ist die Halfte des Flacheninhalts des rotierenden h
Rechtecks, also hat der Kegel die Halfte des Volumens des

1 1,
Kegel — EVZyIinder = 57[ r‘h. r r

Zylinders. Daraus erhélt man sofort V

29. Rotationskorper Wy

In der nebenstehenden Skizze sollen die Figuren ABC , ABC,D, , ABC3D; A | b, Ds
um die gezeichnete Achse rotieren. M ist der Mittelpunkt der Strecke AC.

Welche Korper entstehen bei der Rotation? h M
Kdnnen Sie ohne zu rechnen etwas Uber die Volumina der \
Rotationskorper sagen (gleich, welcher hat grof3tes oder kleinstes B

Volumen)? Cs C; C



30. Annaherung von Pyramiden durch Treppenkoérper

31. Annaherung einer Kugel durch Treppenkorper

Auch eine Halbkugel kann durch Treppenkorper angenahert werden.
In der Skizze ist die Approximation von innen dargestellt.

Die Hohe der Halbkugel soll in n gleich grol3e Teile geteilt werden.

a)

b)

Pyramiden kénnen durch Treppenkdrper aus senkrechten Prismen
angenahert werden, fur die die Volumenformel Vprisma= Gprismah
bewiesen sei.

Teilen Sie die Hohe der Pyramide in n gleiche Teile und berechnen
Sie das Volumen des einbeschriebenen und des umbeschriebenen
Treppenkérpers (abhéngig von G, h und n). Zeigen Sie, dass man
durch den Grenziibergang n — oo daraus die Volumenformel fir
Pyramiden erhalt.

Sie bendtigen dazu sicher eine Formel (1) fur die Summe der ersten n Quadratzahlen:

_n(n+1)(2n+1)
- 6

e Bestatigen Sie die Gultigkeit der Formel fir n=1, 2, 3, 4, 5.

(1) 1?+2°+3% +....+4(n=1)° +n?

e Beweisen Sie diese Formel durch vollstandige Induktion.

Fertigen Sie fur n=4 je eine Zeichnung eines geeigneten Schnittes
fur die beiden Approximationen an und schreiben Sie fir beide
Approximationen das Volumen der Treppenkdrper auf.

Fuhren Sie die Berechnung fir eine der Approximationen allgemein fur n aus und bestimmen
Sie den Grenzwert fir n — . Sie bendtigen wieder (1) aus Aufgabe 4.

Ko6nnen Sie mit nur kurzer Rechnung angeben, welche Differenz sich fir n=1000 zwischen
der auBBeren und der inneren Approximation fur r=1 ergeben wird?

Fir welche Art von Korpern lasst sich die letzte Art der Abschéatzung des Fehlers in dieser
Weise durchfiihren?



32. Annaherung eines Kegels durch Treppenkérper (Aufgabe aus der Klausur Herbst 2006)
Die Formel zur Berechnung des Volumens eines Kegels mit dem Grundkreisradius r und der

Hohe h lautet V :%rzﬂ-h . Sie sollen diese Formel durch Annahern des Kegels durch

Treppenkorper von innen und von auf3en herleiten. Sie bendtigen dazu sicher eine Formel fur
die Summe der ersten n Quadratzahlen:

P+2°+3 +...+(n-1)°+n’* = n(n+1§2n+1)

(a) Beweisen Sie die Summenformel.

(b) Zeichnen Sie den Grund- und Aufriss fur einen Kegel mit Radius r=5 cm, H6he h=12 cm
und eine Unterteilung in 4 gleich dicke Schichten, so dass der innere und der aul3ere
Treppenkorper zu sehen sind.

(c) Berechnen Sie fir einen Kegel mit Radius r und Héhe h und eine Unterteilung in n gleich
dicke Schichten das Volumen des inneren und des aul3eren Treppenkorpers und leiten
Sie daraus die Volumenformel fur den Kegel her.

(d) Geben Sie an, welchen relativen Fehler man hochstens begeht, wenn man fur r=5 cm,
h=12 cm und eine Aufteilung in 100 Schichten das Volumen des &ul3eren
Treppenkorpers als Naherung fur das Kegelvolumen nimmit.

(e) Dem Kegel mit Radius r=5 cm und H6he h=12 cm soll eine mdglichst grofl3e Kugel
einbeschrieben werden. Wie grof} ist deren Radius?



