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7 Der Fliacheninhalt

Der Flacheninhalt einer Figur soll etwas iiber deren Grofe aussagen. Intuitiv scheint der
Flacheninhaltsbegriff ,,irgendwie klar zu sein. Er wird schon ab der Grundschule durch Auslegen
verschiedener einfacher Figuren mit Pléttchen vorbereitet und gegen einen anderen Begriff von Grofe, den
Umfang einer Figur, abgegrenzt. So bildet sich eine Vorstellung, was es bedeutet, dass zwei Figuren den
gleichen Flécheninhalt haben. In der Geometrie als reiner Mathematik konnen Figuren wachsender
Kompliziertheit betrachtet werden, denen man ab einer gewissen Stufe vielleicht gar keinen Flidcheninhalt
im intuitiven Sinne mehr zuordnen moéchte. Es gibt daher eine Folge immer mehr verfeinerter Definitionen
des Flacheninhaltsbegriffs, die auch den Messprozess festlegen.

@A%O%

Welchen Figuren sind Sie bereit, einen ,,Fldcheninhalt* zuzusprechen? Wie sollte der definiert und
gemessen werden?
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Den ,,Flacheninhalt zu bestimmen* bedeutet in der reinen Mathematik, moglichst vielen Figuren F der
Ebene eine (MaB-)Zahl A(F) zuzuordnen. Diese Zuordnung sollte alle Eigenschaften besitzen, die man
vom intuitiven Flacheninhaltsbegriff selbstverstindlich erwartet:

(1) AF)=0 fiir alle Figuren F,

(2) A(FiUFy)=A(F))+ A(F,) wennF, nF,=d, (F,, F; haben keine gemeinsamen Punkte),
3) A(F’)=A(F) wenn F’ kongruent zu F ist,

4) A(Qe) =1 fiir ein (beliebig) ausgezeichnetes ,,Einheitsquadrat™ Q. .

Im Folgenden soll dieser Prozess fiir die in der Schulmathematik relevanten Figuren genauer betrachtet und
in einigen Beispielen angewandt werden. Statt den Fliacheninhalt explizit zu definieren beschreibt man
meist nur den Messprozess.

7.1 Fldcheninhalt als Grofle

Im Alltagsgebrauch wird man Figuren mit einem Flécheninhalt von 0 (z.B. einzelne Punkte, Strecken)
nicht als ,,Flache* akzeptieren und ihnen auch keinen Flacheninhalt zuordnen.

Lésst man diese Flachen weg, dann bilden die Flécheninhalte einen so genannten ,,GroBenbereich™
(= Vorlesung iiber GroBenbereiche).

In einem GroBenbereich G sind Addition + und Kleiner-Relation < erklart:

(I)a+b=b+a Kommutativgesetz
2)(@at+tb)+c=a+(b+c) Assoziativgesetz
(3) entwedera<b oder b<a odera=b Trichotomie

(4)a<b <esgibteince Gmit atc=>b eingeschrianktes Losbarkeitsgesetz

7.2 Der Messprozess

Bei der Entwicklung der Vorstellung des Flacheninhaltsbegriffs spielt sicher das physikalische Modell
einer aus homogenem Material gleicher Dicke ausgeschnittenen ,,Figur eine Rolle. Dabei haben
Figuren gleichen Fliacheninhalt wenn sie gleiches Gewicht haben. Den Flacheninhalt verschiedener
Figuren kann man in diesem Sinne experimentell unmittelbar vergleichen, indem man die Figuren
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herstellt aus geeignetem Material und ihr Gewicht vergleicht. Durch

Vergleichen des Gewichts einer Figur mit dem mehrerer Einheitsquadrate

kann man Figuren FlachenmaBzahlen zuordnen.

Die Verbindung des Fldchen-Messprozesses mit einem physikalischen

Wigeprozess lasst sich nicht in die Mathematik {ibertragen. Das Verfahren

findet seine Grenze aulerdem bei ,,Figuren®, die nicht herstellbar sind. Zur @
Gewinnung von Fldcheninhaltsformeln ist es auch nur bedingt einsetzbar, da =/
man durch Wégung zundchst nur Zahlenwerte erhdlt, die oft die

Abhingigkeit von bestimmenden GréBen nicht erkennen lassen.

Mathematische Flicheninhaltsbegriffe:

e Auslegen einer Flache mit zueinander deckungsgleichen Figuren und Anzahlbestimmung (= z.B.
Inhaltsformel fiir Rechtecke, fiir die Schule bestens geeignet und gebrauchlich)

Grenzen des Messprozesses durch Auslegen:

- Theoretisch problematisch bei Rechtecken mit Seiten, die zu denen des Einheitsquadrates
inkommensurabel sind.

- Vergleich beliebiger Dreiecke.

- krummlinig begrenzte Figuren.

e Begriffe ,,Zerlegungsgleichheit und * Ergéinzungsgleichheit” von Figuren. Verwendbar fiir
geradlinig begrenzte Figuren (Polygone).

e Grenzprozesse durch Anndherung komplizierter Flichen durch einfachere (= z.B. Kreisfliache).
Mathematisch einwandfreies Verfahren, aber in der Schule nur propadeutisch moglich. Strebt man
dagegen nicht die Entwicklung eines exakten Fliacheninhaltsbegriffes an, kann das Verfahren zur
niherungsweisen Bestimmung von Flécheninhalten in der Schule sehr gut verwandt werden.

7.2.1 Zerlegungsgleich - ergéinzungsgleich
(Vergleich von Flacheninhalten durch Zerlegen und Umordnen)

Definition 7.1
Zwei Figuren heifien zerlegungsgleich wenn sie sich in paarweise kongruente Figuren zerlegen lassen.

Definition 7.2

Zwei Figuren heifien ergiinzungsgleich wenn sie durch Ergénzung mit kongruenten Figuren zu
kongruenten (i.A. zerlegungsgleichen) Figuren ergéinzt werden konnen.

Intuitiv scheint klar:

e Zerlegungsgleiche Figuren sind inhaltsgleich
e Erginzungsgleiche Figuren sind inhaltsgleich

Beispiele:

Flidcheninhalt des Parallelogramms

A A

g 9

Das Parallelogramm und das Rechteck sind zerlegungsgleich. Daraus erhélt man die Fldcheninhaltsformel
fiir das Parallelogramm: A= g-h
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Aufgabe

Gilt dies auch fiir das nebenstehende Parallelogramm?
Ist dieses auch zerlegungsgleich zu einem Rechteck mit den Seiten g und h?

Ein "Pythagoras-Legebeweis"

Quadrat mit der b
Seitenldnge a+b

b

Die weiflen Flachen sind ergédnzungsgleich, d.h. sie kdnnen durch Ergénzung mit kongruenten Figuren
(hier den Dreiecken) zu kongruenten (i.A. zerlegungsgleichen) Figuren ergénzt werden. Dieser Beweis
findet sich haufig in Schulbiichern, er ist einfach und einleuchtend, zeigt aber die ,,Pythagoras-Figur* nicht
gut, das rechtwinklige Dreieck spielt eher eine untergeordnete Rolle.

Die linke Skizze alleine kann auch benutzt werden, um den Satz iiber das Problem einer

Flichenberechnung algebraisch herzuleiten: ¢ = (a+b)? — 4- % ab = a’+2ab+b>-2ab = a’+b’

Satz vom Erginzungsparallelogramm

1. Der Satz

Gegeben ist das Parallelogramm ABCD und ein Punkt
P auf der Diagonalen d=AC. d

Durch P sind Parallelen zu den Seiten des Parallelo- E G
gramms gezeichnet. Dadurch entstehen zwei Parallelo- M /
gramme EPHD (gelb) und FBGP (hellrot). A F B

Zeigen Sie, dass diese Parallelogramme den gleichen Flécheninhalt besitzen.
Zeigen Sie, dass auch die Parallelogramme AFHD und ABGE den gleichen Flicheninhalt besitzen.

Beachten Sie:
Dieser Satz gibt zundchst keinen Hinweis darauf, wie man die Zerlegungsgleichheit der beiden
Parallelogramme nachweisen konnte!

2. Anwendung
H h1 [}
Gegeben ist ein Rechteck ABGE (hellrot). - .
Es soll ein dazu flachengleiches Rechteck mit einer e
vorgegebenen Seite AD konstruiert werden. P .
E 5
Konstruktion:
A F B

h; Parallele durch zu AB durch D,
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h, Parallele durch zu AD durch B,
C Schnittpunkt von h; und hy,

P Schnittpunkt von AC mit GE,
h; Parallele zu AD durch P,

H Schnittpunkt von h; mit DC.

F Schnittpunkt von h; mit AB.

AFHD ist das gesuchte Rechteck.

Nebenstehende Skizze gibt einen Hinweis, ) H
wie man den Satz vom Ergidnzungs-

parallelogramm auch mit Hilfe der
Zerlegungsgleichheit von Figuren

nachweisen kann. Man benétigt dabei, dass A
Parallelogramme mit gleicher Grundseite LAl G
und Hohe zerlegungsgleich sind (s.o. und > /
Ubungsaufgaben).

Ein "Pythagoras-Zerlegungsbeweis' , ,,Schaufelradbeweis*

Py

h

2227

Auch dieser ,,Beweis“ wird in Schulbiichern oft angeboten, da er einen handlungsorientierten Zugang
erlaubt und die ,,Pythagoras-Figur* gut sichtbar wird. Oft wird die Ausgangsfigur mit der Zerlegung der
Kathetenquadrate vorgegeben und die Beweisaufgabe als ,,Puzzleproblem* gestellt. Um daraus einen
korrekten Beweis zu machen, muss nachgewiesen werden, dass die Teile, in die die Kathetenquadrate
zerlegt wurden, das Hypotenusenquadrat liickenlos und iiberlappungsfrei iberdecken.

Aufgabe: Fiihren Sie den korrekten Beweis aus.

Dreiecksformeln und ihre geometrische Deutung

Die beiden letzten Herleitungen benutzen wieder den Begriff der Zerlegungsgleichheit, um zu zeigen, dass
jedes Dreieck flichengleich zu einem Parallelogramm ist.
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Noch ein Zerlegungsbeweis zum Satz des Pythagoras.

Die Konstruktion kann wieder mit Papier oder Folien von Schiilern nachvollzogen werden.

Sind die beiden Ausgangsquadrate gleich grof3 (d.h. a=b), dann ist diese Figur gerade die viel einfachere
Figur zur Verdopplung eines Quadrates aus Platos Dialog ,,Menon®, mit deren Hilfe eventuell die Wurzel
aus 2 eingefiihrt werden kann.
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7.2.2 Flicheninhalt von n-Ecken

Durch ,,Triangulation* kann die Berechnung von Flacheninhalten beliebiger n-Ecke
auf die von Dreiecken zuriick gefiihrt werden.

Grenzen des Zerlegungs-Verfahrens: Nicht geradlinig begrenzte Flachen.

7.2.3 Das Prinzip von Cavalieri (1598 — 1647)

,.Sind zwei Korper gleich hoch und ist in jeder Hohe die Schnittfliche bei beiden
Korpern gleich groB, so haben die Korper dasselbe Volumen®

,Cavalieri in der Ebene*:
Kann man eine Gerade g so zeichnen, dass jede Parallele zu dieser Geraden aus zwei Flachen stets
zueinander gleichlange Strecken ausschneidet, so haben die Flachen denselben Inhalt.

9

Dieses Prinzip wird in der Integralrechnung begriindet und erfordert Uberlegungen mit
Grenzprozessen. Es kann aber anschaulich leicht plausibel gemacht werden, wenn man die Figuren auf
gleicher Schnitthdhe durch schmale kongruente Rechtecke tiberdeckt.
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7.2.4 Grenzprozesse

Beispiel: Flicheninhalt des Kreises

Um den Flacheninhalt von Kreisen zu berechnen, werden diese durch einbeschriebene und umbeschriebene
regelmiBige n-Ecke angenéhert; fiir n — oo ndhern sich deren Flacheninhalte von unten bzw. oben einem
gemeinsamen Wert an. Diesen Wert definiert man als den Fldcheninhalt des Kreises.

Wir sagen:
Intervallschachtelung™ liefert den Flidcheninhalt des Kreises.

Ein- und umbeschriebenes Einbeschriebenes
Sechseck Sechseck und Zwolfeck

Dasselbe Verfahren verwendet man, um den Umfang von Kreisen zu definieren und zu berechnen. Meist
bestimmt man zuerst den Umfang von Kreisen und definiert in diesem Zusammenhang die Kreiszahl « als
Proportionalititsfaktor zwischen Durchmesser und Umfang und fiihrt dann die Berechnung des
Flicheninhalts auf die Umfangsberechnung zuriick. Dieses Verfahren soll hier kurz dargestellt werden.

Definition der Kreiszahl ©
Da alle Kreise zu einander dhnlich sind, ist das Verhéltnis von Umfang zu Durchmesser konstant.

Dieses Verhiltnis wird als Zahl & definiert.

Man hétte die Zahl 7 auch iiber die Berechnung des Flacheninhaltes definieren kénnen. Es scheint aber leichter einzusehen, dass
fiir alle Kreise das Verhiltnis Umfang/Durchmesser eine Konstante ist als das Verhiltnis Flicheninhalt/Radius’. Beides ist
richtig, da alle Kreise zueinander dhnlich sind.

Zunichst ist keineswegs klar, dass die gleiche Zahl n sowohl in der Umfangsberechnung als auch in der Fldcheninhaltsberech-

. . P . L A . A
nung von Kreisen auftritt. Wegen der Ahnlichkeit aller Kreise gilt % konstant und —- konstant. Genauso ist aber auch d—z
T

konstant. Es ist also keineswegs klar, dass — = mist oder diese Konstante {iberhaupt in einfacher Weis mit 7 zusammen hangt!
r

o T

Um zu zeigen, dass A=r 1” ist bzw. um die Berechnung des
Flacheninhaltes direkt auf die Berechnung des Umfangs
zuriickfithren, stellt man einen Zusammenhang von
Umfang eines Kreises mit seinem Flacheninhalt her
(nebenstehende Skizze).

Eine immer feinere Unterteilung des Kreises gibt den

1 1
Zusammenhang A= — Ur= — 2nrr=mnr’.
2 2

Dabei ist m die Konstante aus der Umfangsberechnung.
Exakt ist hier wieder ein Grenzprozess durchzufiihren.
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Bestimmung von 7 durch ein Niherungsverfahren zur Berechnung des Kreisumfangs

Der Radius des Kreises soll 1 Langeneinheit (LE) betragen. Man berechnet, wie sich die Seitenldnge S,, des einbeschriebenen
regelméBigen 2n-Ecks aus der Seitenldnge S, des n-Ecks ergibt.

Die Seitenldnge des einbeschriebenen 6-Ecks ist 1 LE. Damit kann man die Seitenlidnge des 12-, 24, 48-Ecks berechnen. Diese
Formeln kénnen mit dem Taschenrechner oder mit Hilfe eines Tabellenkalkulationsprogramms ausgewertet werden, um immer
genauere Werte fiir  zu erhalten.

Skizze

. B Un 7nS
Es ist dann U,=nS, , nzT =55

AABC ist rechtwinklig (Thalessatz)

Hohensatz fiir AABC: h?=@2-p)p M)

Kathetensatz fiir AABC: a’=2p ?2)

(1) nach p (<1) aufgelost:  p=1-+1-h* ?)

(3) in (2) eingesetzt: a=v2-2V1-h?
=y2-+v4-4h>

Damit ist

Verwendet man in dieser Formel den 1.Term, dann erhdlt man zunéchst immer bessere Anndherungen an 7, ab dem 25. Schritt
werden die Naherungen aber wieder schlechter und nach Schritt 27 liefert Excel sogar den Wert 0 fiir . Der Grund liegt in einer
,.Subtraktionskatastrophe® beim Runden. Der dquivalente (nachrechnen!) 2. Term ist dagegen ,,stabil*.

Die Tabelle: Die eingegebenen Formeln (1.Term):

A B C D | A B C D |
1 n Sn uUn uni2 1 n Sn Un un/2
2 6 1,000000 6,000000 3,000000 2 6 1 =(A2*B2) =(C2/2)
3 12 0,517638 | 6,211657 | 3,105829 3 =(A2*2) |=(WURZEL(2-WURZEL(4-B2*B2)))  |=(A3*B3) =(C3/2)
4 24 0,261052 6,265257 3,132629 4 =(A3*2) |=(WURZEL(2-WURZEL(4-B3*B3))) =(A4*B4) =(C4/2)
5 48 0,130806 | 6,278700 |  3,139350 5 =(A4*2) |=(WURZEL(2-WURZEL(4-B4*B4)))  |=(A5*B5) =(C5/2)
6 96 0,065438 6,282064 3,141032 6 =(A5*2) |=(WURZEL(2-WURZEL(4-B5*B5))) =(A6*B6) =(C6/2)
7 192 0,032723 6,282905 3,141452 7 =(A6*2) |=(WURZEL(2-WURZEL(4-B6*B6))) =(A7*B7) =(C7/2)
8 384 0,016362 | 6,283115 |  3,141558 8 =(A7*2) |=(WURZEL(2-WURZEL(4-B7*B7)))  |=(A8*B8) =(C8/2)
9 768 0,008181 | 6,283168 | 3,141584 9 =(A8*2) |=(WURZEL(2-WURZEL(4-B8*B8))) |=(A9*B9) =(C9/2)
10 |1536 0,004091 6,283181 3,141590 10 =(A9*2) |=(WURZEL(2-WURZEL(4-B9*B9))) =(A10*B10) =(C10/2)
11 |s072 0,002045 | 6,283184 | 3,141592 11 |=(A10%2) |=(WURZEL(2-WURZEL(4-B10*B10))) |=(A11*B11) |=(C11/2)

Allgemeines Verfahren zur Definition und Berechnung des Flicheninhaltes

Fiir beliebige Figuren F kann man den

Flacheninhalt folgendermaf3en definieren: | \
o
\
e Man legt iiber die Figur F ein Quadrat- ]l —
gitternetz mit Maschenbreite 1 und |
n /
berechnet den Fldcheninhalt I, aller -
Quadrate, die ganz innerhalb der Figur |

liegen und den Flacheninhalt U, aller
Quadrate, die mindestens einen Punkt mit der Figur gemeinsam haben (die Figur iiberdecken).

e Die Folge I, wichst und die Folge U, fillt offensichtlich, wenn n immer groere Werte annimmt.
Es ist stets I,< U,.
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e  Wenn I, und Uy, sich fiir n — oo einer gemeinsamen Zahl A anndhern, dann nennt man A den

Fliacheninhalt von F.
I, und U, definieren A dann durch Intervallschachtelung.

Diese Idee einer allgemeinen Definition des Fliacheninhalts kann noch verfeinert werden, um auch fiir sehr
komplizierte Figuren einen Flécheninhalt zu erklédren.

Die skizzierte Methode des Késtchen-Zéhlens zeigt auch, wie man fiir krummlinig begrenzte Figuren einen
Naherungswert fiir den Flacheninhalt bestimmen kann.
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7.3 Die Scherung — eine fliichentreue Abbildung

Wir betrachten den durch die folgenden Abbildungen gegebenen Beweis zum Kathetensatz:

Mit Hilfe der Formel fiir den Flacheninhalt des Parallelogramms siecht man leicht, dass das
Kathetenquadrat, das karierte Parallelogramm und das Rechteck aus Hypotenuse und Kathetenabschnitt
flachengleich sind.

Aufgabe:
Fiihren Sie den Beweis exakt aus.

Dieser Beweis zum Kathetensatz legt die folgende Definition einer Abbildung der Ebene nahe:

Definition Scherung

Gegeben sind
- eine Gerade g, die Scherungsgerade,
- ein Winkel a mit -90°<a <90° , der Scherungswinkel.

Die Abbildungsvorschrift:
Peg: P =P
Peg: Z(P*,Fp,P) =, wobei Fp der Fullpunkt des Lotes von P auf g ist.

Konstruktion des Bildpunktes zu einem Punkt P:

Parallele h durch P zu g,

Lot von P auf g mit Fulpunkt Fp,
Gerade k unter dem Winkel o an FpP im

Gegenuhrzeigersinn abtragen, x
P’ ist der Schnittpunkt von h und k. g

Eigenschaften der Scherung:

« Fixpunktgerade g,

» Fixgeraden sind alle Parallelen zu g,

« geradentreu,

« nicht ldngentreu, aber Strecken parallel zu g behalten ihre
Lénge, NV

« nicht winkeltreu, A ;

* flicheninhaltstreu. T =1
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Begriindung der Flicheninhaltstreue:

Der Flacheninhalt einer beliebigen Figur ergibt sich als Grenzwert von Quadraten mit immer kleineren
Seitenldngen.

Diese Quadrate konnen so gewéhlt werden, dass 2 ihrer Seiten parallel zu g sind. Der Flacheninhalt solcher
Quadrate bleibt bei der Scherung erhalten.

Die Tatsache, dass der Fliacheninhalt bei Scherungen erhalten bleibt, macht man sich bei vielen Beweisen
zu Nutze. Der Beweis des Kathetensatzes zu Beginn ist ein bekanntes Beispiel, bei dem zwei Scherungen
und eine Drehung hinter einander ausgefiihrt werden.

Quadrat scheren > Parallelogramm Parallelogramm
Parallelogramm drehen scheren - Rechteck
c — cC —

i
/

Aufgabe

Fiihren Sie den ,,Ténzerinnen-Beweis* mit Hilfe von Scherungen durch.

Die folgende Skizze zeigt, wie man aus dem Scherungsbeweis fiir den Kathetensatz zusammen mit
fritheren Uberlegungen einen Zerlegungsbeweis gewinnen kann, der sich wieder als ,,Puzzlebeweis*
umsetzen ldsst.
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7.4 Einige historische Bemerkungen

Quadratur des Kreises - S — oy
. . . <l e b - AR ] 2 ol g 2]
Ein altes griechisches Problem B ..i"wqfc’q % ”Mﬂ:’:ﬁ St Aﬁaﬂn i

ot
e e S

T fpone Acfw7 e P et

Gesucht ist ein Verfahren, nur mit Zirkel
und Lineal zu einem Kreis mit gegebenem
Radius ein flichengleiches Quadrat zu
konstruieren.

Waihrend es nicht allzu schwierig ist zu
zeigen, dass man jedes Vieleck mit Zirkel
und Lineal in ein flichengleiches Quadrat
verwandeln kann, ist der Beweis fiir die
Unmoglichkeit der ,,Quadratur des Kreises*
erst um 1870 gelungen (F.Lindemann).

Auch Leonardo da Vinci hat sich mit
diesem Problem befasst. Die nebenstehende
Abbildung zeigt seine bekannte Studie zu
den Langenverhéltnissen am ,,idealen‘
menschlichen Korper. Manche Autoren
vermuten, dass Leonardo hier auch das
Quadraturproblem implizit dargestellt hat:
Der in Leonardos Darstellung fehlende
Kreis durch die Fingerspitzen der
waagerecht ausgestreckten Arme und E :
durch den zentralen groen Zeh hat nahezu den gleichen Flacheninhalt wie das Quadrat das durch die
Korperhohe und die Breite der ausgestreckten Arme bestimmt wird.

Auf der ersten ,,Phdnomena“ 1984 in Ziirich wurde gar in einem Exponat von einem — wohl esoterischen —
Autor die kithne Behauptung aufgestellt: Der Mensch ist die Losung des Unlosbaren!

'
(]
[
1,

/N

Quadratur des Kreises Winkeldrittelung

Wiirfelverdoppelung
(Delisches Problem)
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Fliacheninhalt von Polygonen mit Zirkel und Lineal

Problem 1
Kann man ein beliebiges Vieleck (Polygon) mit Zirkel und Lineal alleine umwandeln
« in flacheninhaltsgleiches Rechteck, dessen eine Seite eine Einheitsstrecke ist,

* in ein flacheninhaltsgleiches Quadrat?

Problem 2

Kann man diese Umwandlung auch alleine durch Zerschneiden und Zusammenlegen erreichen?

Kann man Teil 1 von Problem 1 16sen, dann ist Teil 2 sofort mit Hilfe des Kathetensatzes oder des
Hohensatzes gelost.

Werden diese Fragen positiv beantwortet, dann kann man alleine mit Hilfe von Zirkel und Lineal bzw.
durch Zerschneiden den Flacheninhalt beliebiger Polygone vergleichen:

Entweder
» man wandelt beide in Rechtecke mit einer Einheitsseite um und vergleicht deren andere Seitenldngen,

* oder man verwandelt beide in jeweils flaichengleiche Quadrate und vergleicht diese Quadrate.

Aufgabe

Wandeln sie das folgende Viereck in ein flachengleiches Rechteck mit der Strecke e als einer Seite um.

D

B

Idee (fiir beliebige n-Ecke anwendbar): Wandeln Sie das Viereck durch geeignete Scherung des
Teildreiecks BCD in ein flachengleiches Dreieck AC’D um (,, Wegscheren einer Ecke®). Das Dreieck kann
dann in ein Parallelogramm und dieses in ein Rechteck mit gegebener Seite e flichengleich umgewandelt
werden (Satz vom Ergédnzungsparallelogramm S. 59)
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Problematische Figuren: Fraktale

Ab Ende des 19.Jahrhunderts wurden in der Mathematik sehr komplizierte ,,Figuren konstruiert, bei denen
der intuitive Flacheninhaltsbegriff nicht mehr ausreicht. Erst ab ca. 1980 konnte man gute Bilder solcher
Figuren mit Computern herstellen. Fiir solche ,,zerrissenen® Strukturen wurde von Benoit Mandelbrot* der
Begriff ,,Fraktale™ geprégt. Da sie dsthetisch ansprechend sind und wegen des Zusammenhangs mit der
,,Chaos-Theorie haben sie eine gewisse Bekanntheit auch aullerhalb der Mathematik erreicht. Hier einige
Beispiele so genannter ,,Julia-Mengen*

Hat die schwarze Menge von Punkten einen Flicheninhalt? Wie konnte er definiert werden?

4 B.Mandelbrot, The fractal Geometry of Nature, Freeman New York 1977




