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2 Kongruenzabbildungen

2.1 Geradenspiegelungen

a) Spiegel

Wie wirkt ein Spiegel?
Warum glauben wir, zu jedem Punkt vor dem Spiegel gibe es hinter dem s
Spiegel einen entsprechenden Punkt im gleichen Abstand von der P
Spiegelflache?
Modellvorstellung:

o Jeder beleuchtete Punkt P sendet nach allen Seiten Lichtstrahlen aus.

Wie verlaufen die Lichtstrahlen von P iiber S nach A? Fermat behauptet: A
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Fermat-Prinzip (Pierre de Fermat, 1601 — 1665)
Licht wahlt unter allen méglichen Wegen den kiirzesten (im homogenen Medium; sonst den schnellsten)

Was ist der kiirzeste Weg von P {iber S nach A?
Begriindung des Reflexionsgesetzes mit dem Fermat-Prinzip

Frage: Wie muss ein Lichtstrahl von P aus iiber die Spiegelgerade s zum
Punkt A laufen, damit der Weg mdglichst kurz ist?

Von P aus lauft ein Lichtstrahl zum Punkt F auf der Spiegelflache und von
dort zu Punkt A. F ist so zu bestimmen, dass die gesamte Weglénge

| PF |+| FA | méglichst kurz wird.

Dazu legen wir P’ so fest, dass s die Mittelsenkrechte zu PP' ist. Damit ist
\E [=| P'F |, und deshalb die gesamte Weglénge

| PF [+ FAI=[P'F [+|FAL.

Die Weglédnge ist dann minimal, wenn F auf der Strecke P'A liegt, in

allen anderen Féllen ist |P'F [+| FA|>|P'A|, da in jedem Dreieck die
Summe von zwei Seitenldngen grofer als die Lange der dritten Seite ist.

Daraus folgt das Reflexionsgesetz:

 Einfallender Strahl, Lot und reflektierter Strahl liegen in einer
Ebene (Einfallsebene) senkrecht zur Spiegelebene
» Einfallswinkel und Reflexionswinkel sind gleich.

Nach dem Fermat-Prinzip verlduft Licht zwischen den Punkten P und A

iiber die Spiegelfldche s so, dass es geradlinig vom konstruierten Punkt P

herzukommen scheint, da dies der kiirzest mogliche Weg ist.

Betrachtet man mehrere Strahlen, die vom Punkt P ausgehen, dann zeigt

sich:

e Die reflektierten Strahlen scheinen fiir das Auge alle von einem Punkt P’
herzukommen, der auf der anderen Seite des Spiegels auf dem Lot durch
P im gleichen Abstand wie P liegt.

Beschrinken wir uns auf die Betrachtung der Einfallsebene, dann wird die
Spiegelebene wird zur Spiegelachse.

So ergibt sich aus der R&umlichen Spiegelung der Physik die
Geradenspiegelung in der Mathematik.
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b) Definition der Geradenspiegelung

Beispiele fiir handelndes Durchfiihren von Geradenspiegelungen:
e Falten und Klecksen; Falten und Schneiden; Falten und Kohlepapier; Falten und Durchstechen
o Kkariertes Papier

Definition 2.1

Es sei g eine Gerade der Ebene E.

Eine Abbildung S, : E — E heilt Geradenspiegelung (Achsenspiegelung)
& fur jeden Punkt P und seinen Bildpunkt P* gilt:

IstP ¢ g,so ist gdie Mittelsenkrechte von PP’
IstP e g,soistP'=P.

Eigenschaften einer Geradenspiegelung Sg:
Die Umkehrabbildung einer Geradenspiegelung S, ist die selbe
Geradenspiegelung S, Sg7=Sg
Ein Punktepaar (P,P') (P #P') legt die Abbildung eindeutig fest.

Zu zwei verschiedenen Punkten P, Q gibt es genau eine
Achsenspiegelung S, mit Sy(P)=Q.

Fixelemente von Sg:

Fixpunkte: alle Punkte von g
Fixpunktgerade: g
Fixgeraden: g; alle Senkrechten zu g

Invarianten:

geradentreu
langentreu
winkelmafitreu
flicheninhaltstreu
nicht umlaufsinntreu

Weitere, hieraus und aus der Definition beweisbare Eigenschaften einer Geradenspiegelung S, (— Ubungen)

Isth ff g, so schneiden sich h und h' auf g und h
g halbiert den Winkel zwischen h und h'.

Isth || g, so ist g Mittelparallele des von h und h'
begrenzten Parallelstreifens.

—

h
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Isthy || hy, so ist auch hy || hy.

Geradenspiegelungen sind ,,parallelentreu’

Bemerkung: Die Geradentreue und ldsst sich nicht ohne weiteres aus der Definition und den in Kapitel 1
genannten ,,Axiomen“ ableiten, sondern miisste als neues ,,Axiom* gefordert werden. Die Langentreue und
Winkelmaltreue dagegen kdnnte man ableiten.

2.2 Definition und Eigenschaften von Kongruenzabbildungen

Definition 2.2
Eine Abbildung f: E — E heif’t Kongruenzabbildung
& fist bijektiv, geradentreu, langentreu.

Satz 2.1
Jede Geradenspiegelung ist eine Kongruenzabbildung.

Satz 2.2
Die Verkettung von zwei Geradenspiegelungen ist eine Kongruenzabbildung.

Folgende Probleme im Zusammenhang mit Kongruenzabbildungen sollen behandelt werden:
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» Gibt es auBler den Achsenspiegelungen noch weitere Kongruenzabbildungen?
» Welche Typen konnen das sein? Kann man sie einfach klassifizieren?

» Welche Typen von Kongruenzabbildungen erhilt man, wenn man mehrere Achsenspiegelungen hinter
einander ausfiihrt?

Bevor wir uns mit der Verkettung von Achsenspiegelungen im Einzelnen befassen, sollen noch einige
Eigenschaften von Kongruenzabbildungen bewiesen werden. Dabei verwenden wir wiederum alle in Kapitel
1.6 aufgefiihrten ,,Axiome*.

Satz 2.3
Die Verkettung von zwei Kongruenzabbildungen ist eine Kongruenzabbildung.

Satz 2.4
Jede Kongruenzabbildung ist winkelmaftreu und flacheninhaltstreu.
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Beweis:
Winkeltreue: hg
Durch die Halbgeraden gs, hg sei ein Winkel C hg’
a gegeben, der Bildwinkel o’ sei Zgs’, hs’. &s
Waihle auf g einen Punkt B und auf hg einen o

Punkt C. Fiir das Bilddreieck S’B’C” ist B’
wegen der Langentreue der gs

Kongruenzabbildungen SB=S'B',
BC=B'C', CS =C'S'. Damit stimmen die
Dreiecke auch in allen Winkeln {iberein und N
insbesondere ist a’=q.

Flacheninhaltstreue:

Wir zeigen im Vorgriff auf die spéteren Ausfiihrungen zum Flacheninhaltsbegriff, dass der Flacheninhalt von
Rechtecken erhalten bleibt, da alle Flacheninhalte mit Hilfe von Rechtecken gemessen werden.

Das Bild eines Rechtecks ABCD ist wieder ein Rechteck, da Kongruenzabbildungen winkelmaltreu sind. Die
Seitenldngen des Bildrechtecks A’B’C’D’ stimmen wegen der Langentreue mit denen von ABCD iiberein und
daher ist auch der Flacheninhalt der gleiche.

Satz 2.5
Jede Kongruenzabbildung ist parallelentreu.

Beweis:
Folgt unmittelbar aus der Geradentreue und der Bijektivitit von Kongruenzabbildungen (Ubungsaufgabe).

Satz 2.6
Durch das Abbilden eines einzigen Dreiecks ist eine Kongruenzabbildung eindeutig festgelegt.

Beweis':

Das Bild eines (nicht ausgearteten) Dreiecks ABC sei A’B’C*. Sei P ein beliebiger Punkt der Ebene. Wir
miissen zeigen, dass das Bild von P eindeutig festgelegt ist. Dazu zeichnen wir die Gerade AP (fiir P #A).
1.Fall: AP schneidet die Gerade BC in einem Punkt F. Der Bildpunkt F’ von F liegt auf B’C’ und ist eindeutig
bestimmt, da wegen der Geradentreue und Langentreue BF = B'F' und CF =C'F'. P’ muss auf A’F’

liegen. Wegen der Langentreue ist F'P'= FP, und damit ist P’ eindeutig bestimmt.
P
C

A
Ubung: Zeichnen Sie Skizzen, bei denen F nicht zwischen B und C liegt und priifen, Sie, ob dann die
Argumentation oben ebenfalls richtig ist. Zeichnen Sie Skizzen fiir viele verschiedene Lagen von F

2.Fall: AP schneidet die Gerade BC nicht. = Ubung.
3.Fall: P=A. AP ist nicht definiert. Wegen P’=A” ist P’ wiederum eindeutig festgelegt.

! Dieser Satz gilt sogar ganz allgemein fiir bijektive, geradentreue Abbildungen der Ebene.




EINFUHRUNG IN DIE GEOMETRIE SS 05 20 DEISSLER

Skript05-temp.doc

2.3 Hintereinanderausfiihren von 2 Achsenspiegelungen?

Satz 2.7
Die Hintereinanderausfiihrung von 2 Achsenspiegelungen ist eine Drehung oder eine Verschiebung.

Dabei gilt:

Schneiden sich die beiden Achsen in Z unter Za, so lésst sich die Zweifachspiegelung durch eine
Drehung um Z um £ 2« ersetzen.

Dabei legt die Reihenfolge der Achsenspiegelungen den Winkel fest: o ist der Winkel, der
Uberstrichen wird, wenn die erste Spiegelachse im Gegenuhrzeigersinn auf die zweite Spiegelachse
gedreht wird.

Sind die beiden Achsen parallel im Abstand a, so l&sst sich die Zweifachspiegelung durch eine
Verschiebung um 2a senkrecht zur Achsenrichtung ersetzen.

Dabei legt die Reihenfolge der Achsenspiegelungen die Richtung der Verschiebung fest: Die
Verschiebung erfolgt von der ersten Spiegelachse auf die zweite Spiegelachse zu.

Beweis von Satz 2.7:
Gegeben sei die Verkettung der Spiegelung S, mit Sy, .

1. Fall: Die beiden Spiegelachsen g und h fallen zusammen.

Dann ist Sg = S, und damit SgoSy, = id. id kann man als Spezialfall einer Drehung um 0° oder einer

Verschiebung um den Nullvektor auffassen.

2.Fall: Die beiden Spiegelachsen g und h schneiden sich in einem Punkt Z unter dem Winkel a.
Dabei ist o der Winkel, der iiberstrichen wird, wenn man g im Gegenuhrzeigersinn auf h dreht.

Sei P ein beliebiger Punkt, P’= Sy(P) und P*’= Sy(P’). Wir untersuchen, wie sich P’* aus P ergibt.

Behauptung: P’ geht aus P durch Drehung um den Punkt Z um den Winkel 2o hervor.

Wir miissen alle moglichen Lagen von P, P’ und P”’ beziiglich der Achsen g und h betrachten.

1. Unterfall:

P liegt so, dass P’ und P*” wie in der nebenstehenden

Abbildung liegen.

1.Behauptung:P, P’ und P’ liegen auf einem Kreisbogen
um Z.

Klar, da wegen der Léngentreue von S, und Sy, gilt

P =7P'=27ZP" .

? Die Definitionen von Verschiebung und Drehung finden sich auf S. 25 ff
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3.Fall:
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2.Behauptung: Z PZP”’ = 2a. .

Wegen der Winkeltreue von Sg und Sy, ist B=p’ und y=y’.
Da o=p’+y=p+y und

£ PZP = B+p+y+y’ folgt

£ PZP = B+Bryty = 2(B+y) = 2a.

Weitere Unterfille:
Andere Lagen von P, P’, P’ wie z.B. in der
nebenstehenden Abbildung. — Ubungsaufgabe

Da der Winkel a nur von der gegenseitigen Lage der
Achsen g und h abhéngt (nicht aber von der Lage des
Punktes P), folgt, dass die Drehung immer um den
gleichen Winkel 2 erfolgt.

Die beiden Spiegelachsen g und h sind parallel und verschieden und haben den Abstand a.
Sei P ein beliebiger Punkt, P’= S,(P) und P’’= Sy(P’). Wir untersuchen, wie sich P’* aus P ergibt.

Behauptung: P’ geht aus P durch Verschiebung um 2a in der Richtung senkrecht von g nach h
hervor.

Wir miissen alle moglichen Lagen von P, P’ und P”’ beziiglich der Achsen g und h betrachten.

1. Unterfall:
P liegt so, dass P’ und P”* wie in der nebenstehenden Abbildung
liegen.

1.Behauptung:P, P’ und P’ liegen auf einer Senkrechten zu den
Achsen g und h.
Klar nach Definition der Achsenspiegelung.

pr
2.Behauptung: PP" =2a.

Nach Definition der Achsenspiegelung istb=PM, = M P' =b’

und c=P'M, =M,P"=c’.Da a=Db’+cist, folgt

PP'"'=2b+2c¢=2a.

Weitere Unterfille:

Andere Lagen von P, P’, P’ wie z.B. in der nebenstehenden

Abbildung. — Ubungsaufgabe e Tpr
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Auch die Umkehrung von Satz 2.7 gilt!

Jede Drehung D z,, lasst sich durch eine Doppelspiegelung ersetzen. Dabei miissen sich die beiden
Spiegelachsen in Z unter £ %2 o schneiden.

Jede Verschiebung v lsst sich durch eine Doppelspiegelung an parallelen Achsen im Abstand % v,

senkrecht zu v, ersetzen.
Orientierung des Winkels bzw. Verschiebungsrichtung beachten!

Konstruieren Sie fiir die gezeigten Abbildungen jeweils solche Achsen.
Welche Bedingungen miissen dafiir gelten?

Aufgabe

Konstruieren Sie Achsen fiir zwei Geradenspiegelungen, deren Verkettung eine Drehung um 90° ( 180°,
45°) ergibt. Uberpriifen Sie durch Ausfiihren der Spiegelungen eines Dreiecks, dass sich tatsdchlich jeweils
die erwartete Drehung ergibt.

Aufgabe

Der Winkel Zf,g zwischen fund g sei 30°, der Winkel Zg,h sei 70°.
Die Doppelspiegelung SoS, soll durch zwei andere Achsen dargestellt werden, deren eine h ist.
Konstruieren Sie die zweite Achse.
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2.4 Hintereinanderausfiihren von 3 Achsenspiegelungen
Nachdem wir die Verkettung von zwei Achsenspiegelungen vollstédndig geklért haben, wollen wir nun die
Verkettung von drei Achsenspiegelungen untersuchen. Die Zahl der zu untersuchenden Félle von

gegenseitiger Lage der Achsen zueinander ist hier natiirlich viel groBer als zuvor.

1.Fall: Die Achsen schneiden sich in einem Punkt.

Die Drehung des Achsenpaares (f,g) um Z dndert die
Verkettung SioS, nicht, wenn der eingeschlossene
Winkel gleich bleibt.

StoSeo Sn =(So Sg)o Sy =
(Spo Sg)o S = Spo (Sgo Sp) =
Spoid =Sr

= eine Achsenspiegelung an f’

Beachten Sie, dass die Reihenfolge der Achsenspiegelungen
eine Rolle spielt (kein Kommutativgesetz), die paarweise
Zusammenfassung aber nicht (Assoziativgesetz).

2.Fall: Die 3 Achsen sind parallel.

Die Verschiebung des Achsenpaares
(f.g) dndert die Verkettung Sro S, nicht.

fg h £ g'=h

Sto Sgo Sh=(Ste Sg)o Sh= (Spo Sg)o Sh=Spo (Sgo Sn) = Spe Id=Sr = eine Achsenspiegelung Sy an f*
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3.Fall: Die Achsen bilden ein Dreieck.

1. Drehung von (f,g) um B so, dass g* L h, Z Schnittpunkt von g’ und h.

2. Drehung von (g‘,h) um Z so, dass h** L {*

St Seo Si= (Ste Sg)o Si= (Sr-o Sg)o Sk= S0 (Sgro Sh) = Spo (Sgo Sh) = (Spo Sg)o S
(St0 Sg») ist Verschiebung parallel zur Spiegelachse h*” , danach wird eine Spiegelung an h*” durchgefiihrt

= Verschiebung gefolgt von einer Achsenspiegelung.
Solche Kongruenzabbildungen wollen wir als ,,Schubspiegelung* bezeichnen.

Beachten Sie bei diesem Verfahren, dass man nur solche Achsenpaare um ihren Schnittpunkt drehen darf, die
zu Spiegelungen gehoren, die unmittelbar hintereinander ausgefiihrt werden; also hier nur (f,g) oder (g,h)
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4.Fall: 2 Achsen sind parallel.

1. Unterfall: f|| h.

Drehen von Achsenpaar (f,g) um ihren Schnittpunkt P = Lage wie im 3.Fall
= Schubspiegelung

2. Unterfall: f|| g — Ubung

Damit haben wir bewiesen:

Satz 2.8:
Die Hintereinanderausfiihrung von 3 Achsenspiegelungen ist eine Achsenspiegelung oder eine
Schubspiegelung.

2.5 Drehungen

Die bislang als Verkettung von Achsenspiegelungen gewonnenen Kongruenzabbildungen Drehung,
Verschiebung und Schubspiegelung sollen jetzt jeweils noch auf andere Art definiert werden.

Definition 2.3
Es sei Z ein Punkt der Ebene E, o eine Winkelgrélie.
Eine Abbildung Dz : E — E heil3t Drehung
& flr jeden Punkt P und seinen Bildpunkt P* gilt:
Pz = PZ
ZLPZP'= a
IstP=2,s0ist P'=Z=P.

Eigenschaften einer Drehung Dz :

Dzo " = Dz..a = Dz.360-a

2 verschiedene Punktepaare (P,P"), (Q,Q') legen die Abbildung eindeutig fest (falls existent).
Fixelemente von Dz, (fiir o 0°):

Fixpunkte: Z .
Fixpunktgeraden: keine.
Fixgeraden: keine (fiir o = 0°, o = 180°).
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Invarianten:

geradentreu,
langentreu,
winkelmafBtreu,
flicheninhaltstreu,
umlaufsinntreu.

Weitere, hieraus und aus der Definition beweisbare Eigenschaften:

IstZeg, soistZeg' ,
Gerade und Bildgerade haben von Z denselben Abstand,
Gerade und Bildgerade schneiden sich unter o (Begriindung?).

Punktspiegelung (Sonderfall der Drehung; Drehwinkel o = 180°)

Definition 2.4
Sei Z ein Punkt der Ebene E.
Eine Abbildung hei8t Punktspiegelung an Z
& fur jeden Punkt P und seinen Bildpunkt P* gilt:
IstP=2Z,s0istP'=Z=P,
sonst halbiert Z die Strecke PP'.

Zusitzliche Eigenschaften einer Punktspiegelung (gegeniiber den Eigenschaften einer beliebigen Drehung):

Dz,180 1= Dz,150,

Dy, liegt durch ein Punktepaar (P,P') eindeutig fest ( falls P #P"), g

alle Geraden durch Z sind Fixgeraden, >
¢'|l g (Originalgerade und Bildgerade sind parallel). Begriindungen?

2.6 Verschiebungen

Definition 2.5
Es seien A, B zwei verschiedene Punkte der Ebene E.
Eine Abbildung Vag : E — E heil3t Verschiebung um AB
& fir alle Punkte P der Ebene gilt:
- liegt P auf der Geraden AB, so auch P;
und PP' und AB sind gleichlang und
gleichgerichtet. P
- Sonst bilden die Punkte ABP'P
(in dieser Reihenfolge) ein Parallelogramm.

Eigenschaften: P
Vaz' = Via /

Eine Verschiebung liegt durch 1 Punktepaar (P,P") eindeutig fest.
Wir veranschaulichen die durch das Punktepaar (P,P") festgelegte Verschiebung oft durch einen Pfeil

PP' =V von P nach P’ und schreiben auch V; .
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Fixelemente von Vag: (fiir A # B)

keine Fixpunkte,
alle Geraden parallel zu AB sind Fixgeraden.

Invarianten:

geradentreu
winkelmafitreu

langentreu
flicheninhaltstreu
Umlaufsinn bleibt erhalten

Zusétzliche Eigenschaft:

¢'|l g (d.h. Originalgerade und Bildgerade sind parallel). Begriindung?

Aufgabe

c D
(a) ABDC sei ein Parallelogramm. Zeigen Sie mit Hilfe der Definition 2.5,
dass gilt Vag = Vcp -

(b) Zeigen Sie mit Hilfe der Definition 2.5, dass fiir die Verkettung von c
zwei Verschiebungen gilt  Vapo Vgc=Vac.

2.7 Schubspiegelungen (Gleitspiegelungen)

Definition 2.6 P
Schubspiegelungen sind Abbildungen, die aus dem .
Hintereinanderausfuihren einer Verschiebung und einer e

Achsenspiegelung bestehen. Dabei liegt die Spiegelachse parallel zur I P’
Verschiebungsrichtung. - " g

e Schubspiegelungen kann man durch die Verkettung von Spiegelungen an 3 Achsen darstellen, von denen
die ersten beiden parallel zueinander sind und die dritte senkrecht dazu ist.

e Man kann die Reihenfolge von Verschiebung und Achsenspiegelung vertauschen, wenn die
Verschiebung parallel zur Spiegelachse verlauft: V\7 ©Sg=Sg0 V\7 .

Aufgabe

Beweisen Sie, dass die Verkettung einer Achsenspiegelung mit einer

Verschiebung immer eine Schubspiegelung ist (auch wenn die Verschiebung g
nicht parallel zur Spiegelachse verlduft) und fiihren Sie die Konstruktion der \7\\

Spiegelachse und des Verschiebungsvektors fiir einige Beispiele durch.
Beachten Sie: In diesem Fall kann man die Achsenspiegelung und die Verschiebung nicht vertauschen. Wir
vereinbaren hier: Zuerst die Achsenspiegelung S,, dann die Verschiebung. Aufgabe

Was ist die zur Schubspiegelung V\7 o S, inverse Abbildung?
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2.8 Kongruenzabbildungen - Produkte von Achsenspiegelungen

Mit der bisherigen Vorarbeit sind wir in der Lage, die angestrebte Klassifizierung aller Kongruenzabbildungen
vorzunehmen.

Wir geben nochmals eine kurze Zusammenfassung des bisherigen Vorgehens:

e Zunichst werden Kongruenzabbildungen als bijektive, geradentreue, langentreue Abbildungen der Ebene
definiert.

Achsenspiegelungen erweisen sich als Kongruenzabbildungen.

Verkettung von Achsenspiegelungen sind Kongruenzabbildungen.

Jede Kongruenzabbildung ist durch die Abbildung eines Dreiecks eindeutig festgelegt.

Wir wissen, welche Abbildungstypen sich durch die Verkettung von hochstens 3 Achsenspiegelungen
ergeben:

Achsenspiegelung bei 1 Achse (gegensinnige Abbildung),

Drehung oder Verschiebungen bei 2 Achsen (gleichsinnige Abbildung),

Schubspiegelung oder Achsenspiegelung bei 3 Achsen (gegensinnige Abbildung).

Wir wollen nun zeigen, dass sich auch jede Kongruenzabbildung durch hochstens 3 Achsenspiegelungen
darstellen lésst. Dazu beweisen wir zunéchst den folgenden Satz.

Satz 2.9

Gegeben seien zwei Dreiecke ABC und A*B*C* mit gleich langen Seiten.

Dann lasst sich Dreieck ABC auf Dreieck A*B*C* durch eine Verkettung von hdchstens 3
Achsenspiegelungen abbilden.

Beweis:
Gegeben sei ein Dreieck ABC und ein dazu kongruentes Dreieck A*B*C*.
Anzugeben ist ein Produkt von 1, 2 oder 3 Achsenspiegelungen, welches ABC auf A*B*C* abbildet.
Idee: Angabe von Achsenspiegelungen (oder von identischen Abb.) mit den Eigenschaften
f: A A* (B— B, C—C)
g: B’ B* ; A* bleibt fest, (C’—C”’) warum gibt es eine solche Spiegelung?
h: C”’ > C* ; A* und B* bleiben fest. warum gibt es eine solche Spiegelung?

Ausgangsdreiecke =

Konstruktion der Achsenspiegelungen

Aufgabe c

Fiihren Sie fiir die nebenstehenden Ausgangsdreiecke
dieselbe Konstruktion der Spiegelachsen durch.

A*
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Satz 2.10
Jede Kongruenzabbildung l&sst sich als Einfach-, Zweifach- oder Dreifachspiegelung darstellen.

Beweis

Zu einer gegebenen Kongruenzabbildung f wihlt man ein beliebiges Dreieck ABC aus. f bildet ABC auf
das Dreieck A*B*C* mit gleichen Seitenldngen wie ABC ab. Nach Satz 2.9 kann man das Dreieck ABC
durch eine Verkettung g von < 3 Achsenspiegelungen auf A¥*B*C* abbilden. Da diese Verkettung g eine
Kongruenzabbildung ist und wegen Satz 2.6 Kongruenzabbildungen durch das Bild eines Dreiecks
eindeutig bestimmt sind folgt, dass f gleich g ist, also durch < 3 Achsenspiegelungen dargestellt werden
kann.

Satz 2.11
Die Verkettung von beliebig vielen Achsenspiegelungen lasst sich auf eine Verkettung von <3
Achsenspiegelungen reduzieren. (Dreispiegelungssatz)

Beweis
Einfache Folgerung aus Satz 2.10.

Satz 2.12
Jede Kongruenzabbildung ist von einem der Typen
e Achsenspiegelung,

e Drehung,

e Verschiebung,

e Schubspiegelung.
Beweis

Einfache Folgerung aus Satz 2.10. und der Analyse der Verkettung von < 3 Achsenspiegelungen.

2.9 Hintereinanderausfiihren von 4 und mehr Geradenspiegelungen

Im vorangehenden Abschnitt haben wir allgemein gezeigt, dass sich Verkettungen von beliebig vielen
Achsenspiegelungen auf die Verkettung von < 3 Achsenspiegelungen zuriickfiihren lassen. Wir haben bei
diesem Nachweis nicht gezeigt, wie sich diese Achsenspiegelungen aus den gegebenen Achsenspiegelungen
ergeben. Die soll nun an zwei Beispielen konkret gezeigt werden. Wir untersuchen exemplarisch die
Verkettung von 2 Drehungen und die Verkettung von zwei Verschiebungen. Wir verwenden wieder die zuvor
schon mehrfach angewandte Methode der ,,Elimination von Spiegelachsen®. Die Ubertragung dieser Methode
auf weitere Fille (etwa die Verkettung einer Drehung und einer Verschiebung) moge als Ubungsaufgabe
dienen.

Verkettung von zwei Drehungen

Gegeben seien zwei Drehungen um verschiedene Drehzentren Z; und Z, mit den Drehwinkeln o) und o, . Die
Verkettung der Drehungen kann durch 4 Achsenspiegelungen (StoSg)o(SpeS;) dargestellt werden. Hier wird
die Abbildung eines Dreiecks ABC gezeigt, was nur zur besseren Veranschaulichung dient, die Angabe der
Achsen alleine geniigt natiirlich. Die Achsenpaare (f,g) und (h,i) kénnen wieder um ihren jeweiligen
Schnittpunkt unter Beibehaltung des eingeschlossenen Winkels gedreht werden, so dass g’=h’ wird; es ist

dann g’ =Z,Z, . Natiirlich hitten wir schon zu Beginn gleich g und h so wihlen konnen, dass sie

zusammenfallen und gleich Z,Z, sind.
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Es iSt (Spsg)O(S},OSi): (Spong)o(ShvoSiv) = Sro(ngoSh’)oSp = Sroidosi’ = Sf‘ C'Si* .

Schneiden sich f” und i” im Punkt Z, dann ergibt sich eine Drehung um Z um a,;+0.; (Bild), sind f* und i’
parallel, dann ergibt sich eine Verschiebung. (Fiir welche Winkel o, und o, tritt dieser zweite Fall ein?)
Selbstverstandlich konnten wir schon im Voraus sagen, dass nur diese beiden Fille eintreten konnten
(warum?), der hier gegebene Nachweis gibt aber eine unmittelbare Konstruktion des Drehzentrums Z aus den
Achsen der Einzeldrehungen an.

Verkettung von zwei Verschiebungen

Gegeben seien zwei Verschiebungen in verschiedene Richtungen (gleiche Richtungen: trivial), die durch
Sro Sy und Sy o S; dargestellt sind. Wir zeigen, dass die Verkettung wieder eine Verschiebung ist Wir
erhalten die bekannte ,,Vektoraddition® fiir die Verschiebungen.

Zugpunkt2

Drehung von (g,h) um C, so dass g’ auf AC , . —
fillt Drehung von (f,g’) um den Mittelpunkt von AC

und von (h’,i) um den Mittelpunkt von BC so dass
¢’ und h*’ zusammen fallen.
Formaler zusammengefasst:

Zugpunktl
Zugpunkt2

(St Sg)o (Sne Si)= So(Sge Sh)eSi =

Se(Sge Sh)eSi = (Se Sg)e (She Si) =

(Sgo Sg)o (Speo Sit) = Spo(Sgreo Spee)oSj =
Spo(id)eS;: = SpoS;:

f* und i sind parallel und ihr Abstand ist die Halfte
der Lange der Seite AB.
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Wir halten diese Ergebnisse nochmals fest.

Satz 2.13

o Die Verkettung von zwei Drehungen ist eine Verschiebung, wenn fur die Drehwinkel a.; und o
gilt a;+a,=360° , andernfalls eine Drehung um den Winkel oy+at .

o Die Verkettung von zwei Verschiebungen ist eine Verschiebung nach den Gesetzen der
Vektoraddition.

Zum Schluss wird noch ein Uberblick dariiber gegeben, was bei der Verkettung von 4 Achsenspiegelungen
geschehen kann.

Gegeben seien die Achsenspiegelungen SgoSgo Spo S = ( Sf oSz 8y )o S;. Folgende Fille sind
moglich:

1. ( S¢ o Sgo Sy ) ist Spiegelung: Spiegelung o Spiegelung = Drehung oder Verschiebung
2.( St ©Sgo Sy ) ist Schubspiegelung: Schubspiegelung o Spiegelung = Drehung oder Verschiebung

Zu 2.: Man stellt die Schubspiegelung durch 3 Achsenspiegelungen dar und kann annehmen: f||g undh L g.
L.Fall: i|[h:SfoSg und Sy o S; sind Verschiebungen. = Verschiebung
2.Fall: Nichti || h. Dann kann man die Achsen h und i um ihren Schnittpunkt S drehen, so dassh’ || g
wird, und dann das Paar f, g so verschieben, dass g’ mith’ zusammenfillt. = Drehung um ' 1’
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Formaler zusammengefasst:

it f gln

(Se Sg)o (Sno S)= (Sro Se)o (Shee Sit) =
(St‘o Sg‘)° (Sh‘o Si‘) = SPO(Sg‘O Sh‘)osi' =
Spo(id)oS; = SpoSi

f* und i° sind schneiden sich in einem Punkt
Z.

Satz 2.14

o Die Verkettung von 4 Achsenspiegelungen ist eine Drehung oder eine Verschiebung.

e Die Verkettung von 4 Achsenspiegelungen lasst sich stets ersetzen durch die Verkettung von 2
(geeigneten) Achsenspiegelungen
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Hintereinanderausfiihren von mehr als 4 Achsenspiegelungen:

Mit Satz 2.14 und dessen Beweis lésst sich nochmals ein Beweis fiir den Dreispiegelungssatz (Satz 2.11)
geben, der zeigt, wie die Reduktion der Anzahl der Achsenspiegelungen schrittweise vorgenommen werden
kann:

Sei n die Anzahl der Achsenspiegelungen, n> 4.

S1 ° Sz o S3 o S40 ... 0 S“ = (S] o SzO S3 o S4)0 “. 0 Sn = (S’1 o S’z)o ... 0 Sn (wegen Satz 2.14)

= fiir n > 4 lasst sich die Anzahl der Achsenspiegelungen schrittweise um jeweils 2 reduzieren.
= stets Reduktion auf maximal 1, 2 oder 3 Achsenspiegelungen moglich.




